zybkie I__przeksztaicenie
ouriera

ang. Fast Fourier Transform

FFT

FFT jest szybkg implementacjq DFT — dyskretnej transformacji Fouriera .

FFT wykorzystuje sie w analizie widmowej sygnatéw/systemow o
skonczonej liczbie probek i/lub do implementacji — za pomocg splotu
kotowego — systemdw o skonczonej odpowiedzi impulsowej (ang. finite
impulse response — FIR), ale nie do implementacji systemow o
nieskonczonej odpowiedzi impulsowej (ang. /infinite impulse response — IIR).



N-1
X[k]=3 x[n]W,,"™,k=0,1,---,N—1 DFT wzér analizy(*)
n=0
1 N1

x[n]= I, ZX[k]WN_k", n=0,1,---,N —1 IDFT wzor syntezy
k=0

Z rownania (*) wynika, ze bezposrednie obliczenie z niego N

probek DFT wymaga N(N -1) mnozen i podobnej liczby dodawan
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Metody FFT wykorzystujg wtasciwosci okresowosci i symeztrii

podstawowej funkciji Fouriera — czynnika obrotu w, 2e 'V
(ang. twiddle factor), by uniknaé¢ powtarzania niektorych obliczen. W
szczegolnosci, metody FFT wykorzystuja:

1. Okresowy charakter W =Wy =gt

2. Symetrie zespolong sprzezong w,"™ = (WN”" ) =Nk

Algorytmy wykorzystujace roztozenie ciggu x[»] na coraz krotsze podciagi
sg hazywane algorytmami z podziatem czasowym (ang. decimation-in-
time FFT), a algorytmy wykorzystujgce roztozenie ciggu X[4] na
coraz krotsze podciggi sq nazywane algorytmami z podziatem
czestotliwosciowym (ang. decimation-in-frequency FFT). Sq one gtownie
przeznaczone do realizacji, gdy N jest potegq liczby 2, czyli N =2'

(ang. radix-2 FFT).



Algorytm z podziatem czasowym
Ciag N probek {x[n], 7= ()’ 1’ e N — 1}
dekomponujemy na dwa krotsze podciagi: o0 numerach parzystych

x,[n]=x|2n], n=0,1,---,N/2-1

i 0 numerach nieparzystych

x, [ n]=x[2n+1], n=0,1,---, N/2-1

DFT mozna roz%ozyc’ na dwie DFT o diugosci N/2 kazda. Tzn.

X[k]= Zx[] nk_N/Z2:1[ ) 2nk+N/Z2%)1 [2n+1]W]\(fzn+1)k

: : 2nk nk
Poniewaz Wi =e ¥ =e N2 =gk, , to poprzednie réwnanie mozna
zapisaC nastepujgco
N/2-1 N2

X[k]= Z x[n]W, 2+W Z X,[n ]Wz\};l/cz (**)



W (**) kazdy sktadnik sumy redukuje sie do N/2 punktowej DFT. Ponadto,
na podstawie warunkdw symetrii i okresowosci, rownanie (**) mozna

zapisaC jako
X[kl=X,[k]+WiX,[k], k=0,1,---,N—1
XK+ Wy Xo[k], k=0,1,-,N/2-1
X [k]-WiX,[k], k=N/2,-- N—1

gdzie Xi[k]= DFT{X1[”]} i X,lk]= DFT{xz[n]} wykorzystujac N/2-

punktowg DFT. To rownanie reprezentuje obliczenia motylkowe (ang.
butterfly computation). Ten proces powtarza sie, az skonczymy na zbiorze
2-punktowych DFT, poniewaz N jest potegq liczby 2.
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x[7]

Graf przeptywowy algorytmu 8-punktowej DFT z podziatem
czasowym (Cooley-Tukey).



" A
Ztozonos¢ numeryczna algorytmu 2-punktowej
FFT z N=2" (qgdzie r jest liczbq catkowitg

Zatozenie: ciag x[n] ma probki o wartosciach rzeczywistych. Przetwarzanie
blokowe: blok N probek x[#] jest transformowany w blok N prébek X[4] .

DFT — N(N -1) zespolonych mnozen i N(N-1) zespolonych dodawan,
FFT — (~N/2)log,(N/2) zespolonych mnozen i Nlog, N zespolonych dodawan.
Dla N =256 wyniki dla bezposredniej DFT:
256X255= 65 280 zespolonych mnozen,

256X255= 65 280 zespolonych dodawan.

Za pomocg FFT ztozonoSC numeryczna jest znacznie zredukowana do:

128X log, 128= 896 zespolonych mnozen,
256X log, 256= 2 048 zespolonych dodawan.



Odwracanie kolejnosci bitdow (ang. bit reversal)

FFT wymaga pogrupowania razem probek o indeksach parzystych i o
indeksach nieparzystych.

Indeks czasowy probek sygnatu wejsciowego w formacie binarnym ma
odwrdcong kolejnos¢ bitow wzgledem porzadku naturalnego.
Przyktadowo, prdobka x[100] z binarnym zapisem indeksu, czyli x[4], jest
przechowywana na pozycji x[001], §j. x[1], i x[110], tj. x[6], jest
przechowywana na pozycji x[011], tj. x[3], itd.

Nowoczesne procesory DSP takie, jak TMS320C55x majq sprzetowq

realizacje odwracania kolejnosci bitow. Dzieki temu mozna przechowywac
W pamieci procesora blok probek sygnatu wejsciowych z odwrdcong
kolejnoscig bitow zapewniang hardware’owo.

Odwrotna FFT — IFFT (ang. Inverse FFT)

IFFT otrzymuje sie przez zastgpienie zmiennej W (czynnik obrotu) przez jej
odwrotnosc¢ i skalowanie przez czynnik N jak pokazano na slajdzie No 2.



" A
Obliczenia z podstawianiem (ang. /in-place computations)

FFT wymaga zapamietywania jedynie N wartosci zespolonych.

Algorytmy FFT wykonujgce obliczenia z podstawianiem wykorzystujg te
same lokalizacje, w pamieci bloku probek wejsciowych, wszystkich
wynikow obliczen posrednich i bloku prébek wyjsciowych.

Implementacje w srodowisku MATLAB
MATLAB zawiera funkcje
Y =fft(x);

do obliczania DFT of ciggu czasowego zapisanego w wektorze x. Jezeli x
jest macierzg, to y jest transformatg DFT kazdej kolumny tej macierzy.

Jezeli dtugosc x jest potegq liczby 2, to funkcja fft wykorzystuje bardzo
szybki algorytm radix-2 FFT. W przeciwnym przypadku stosowany jest
wolniejszy algorytm mieszany (ang. mixed-radix FFT).

Alternatywnym sposobem wykorzystania funkcji fft jest
Y=fft(x,N);
ktory wykorzystuje N — punktowg FFT pierwszych N probek wektora x.



Algorytm z podziatem czestotliwosciowym

Algorytm FFT z podziatem czestotliwosciowym jest bardzo podobny do
algorytmu z podziatem czasowym. W reprezentacji motylkowej
wilasciwosci symetrii sq odwrdcone wzgledem algorytmu z podziatem
czasowym. Odwrocona kolejnos¢ bitow wystepuje na wyjsciu zamiast na
wejsciu. Probki wyjsciowe sg uporzadkowane wg odwrdconej kolejnosci
bitow indeksu probki w zapisie binarnym. Ztozonos¢ numeryczna

algorytmu FFT z podziatem czestotliwoSciowym jest taka sama, jak
odpowiadajgcego mu algorytmu FFT z podziatem czasowym.

Zobacz przyktadowo:

A.V. Oppenheim, R.W. Schafer with J.Buck: Discrete-Time Signal
Processing, Prentice Hall, 1999, Chapter 8 (dostepna w bibliotece WETI).



" J
Splot liniowy ciagu o skonczonej dtugosci z ciagiem bardzo dtugim
realizowany za pomocgq splotu kotowego — DFT/FFT — metoda

sumowania z naktadaniem (ang. overlap-add)

Rozparzmy splot sygnatu x[n] z ciagiem A[n] o dtugosci M. Roztézmy ciag
x[n] o dtugosci nieskonczonej na segmenty zawierajace tylko L wyrazow.
Niech k-ty segment bedzie oznaczony symbolem X:[#]
x[n], KL<n<(k+1)L-1
X [n]= {

0, w przeciwnym przypadku
Zatem ciag x[n] jest rowny sumie ciqgow x [n} czyli

x[n]= goxk[n]
A splot liniowy y[n] ciggu x[n] z ciggiem odpowiedzi impulsowej i[n] jest
rowny sumie splotow ciggow x,[7] z odpowiedzig impulsowg 4[]
ynl=aln)* h{n] = L [n]*hln]= Xy, [n kL]

Poniewaz ciag x.[”7] ma tylko L wyrazow, a #[n] ma dtugosc M, to kazdy z
cztonow y,[n]=x,[n]*h[n] sumy ma dtugosS¢ L+M-1. Z tego wzgledu splot
liniowy x,[n]*h[n] nalezy wyznacza¢ na podstawie (L+M-1)-punktowych
DFT.



Przy sumowaniu wystgpi zjawisko zachodzenia na siebie M —1 roznych
od zera wyrazow segmentow odfiltrowanych. Sygnat wyjsciowy mozna
utworzy¢ sumujac odfiltrowane segmenty. Ten sposob tworzenia
odfiltrowanego sygnatu wyjsciowego jest nazywany metodg sumowania
z naktadaniem. Alternatywny sposob (patrz literatura na slajdzie No.10)
nazywany jest metodq sumowania bez naktadania (ang. overiap-save).

{xk[n]}j;é Uzup. zerami {xk[n]}nK:_Ol DFT, {Xk[i]}lﬁ)l
doK (rus, lnly
X IDFT,
Uzup. zerami DFT,
(), GOK {Hnl} (i)

Schemat przetwarzania k -tego segmentu, K =L+M -1 ,



"
Przykfad. Ciggi splatane

x=[32.5-1.525-2052515-1-2-11.521-2-25-05230.5-25-3.5-12.54 1.5-2-4-2 1.5];
h=[11];

hin]

Wynik koncowy splotu

y=[3.0 5.5 1.0 1.0 0.5 -1.5 3.0 4.0 0.5-3.0-3.0 0.5 3.5 3.0-1.0-4.5-3.0 1.55.0 3.5-2.0 -6.0
-4.5 1.5 6.5 5.5-0.5 -6.0 -6.0-0.5 1.5]



u Bloki wejsciowe liczg po 7 probek sygnatu wejsciowego plus dopisana probka 0, a bloki

wyjsciowe po 8 probek. R L N
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n n
x[n]=x[n]+x,[n]+x[n]+x,[n]+ x[n] yin]=y[n]+ y,[n]+ y,[n]+ y,[n]+ yn]

Dodawanie z naktadaniem
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